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求解结构地震响应位移输入模型中存在问题的 
一种新解决方法 

*柳国环，李宏男，国  巍，田  利 

(大连理工大学土木水利学院，辽宁，大连 116024) 

摘  要：为了更现实有效地解决求解结构地震反应的当前位移输入模型中容易但不容忽视的问题，进一步提出了

一种新的解决方法——附加无质量刚性元法，旨在能够推广并应用于工程实际。首先，回顾当前求解结构地震反

应的位移输入模型，描述了模型中存在的问题；然后，提出了无质量刚性元法，并对该方法进行物理角度解释、

理论分析和数值验证，进一步应用于一桥梁工程。分析表明：无质量刚性元法不仅物理概念清晰、合理易行，而

且与以往文献中的附加无质量束缚元(Appended Massless Constraint Element，AMCE)法相比，避免了“束缚”条

件，无需对现有的有限元程序内核改进或者嵌入新的外挂程序即可实现，因此更具有现实性和推广意义。 

关键词：地震；位移输入模型；桥梁；附加无质量刚性元法；附加无质量束缚元法 
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A NEW METHOD FOR SOLVING EXISTING PROBLEM OF CURRENT 
DISPLACEMENT INPUT MODEL FOR CALCULATING STRUCTURAL 

SEISMIC RESPONSES  

*LIU Guo-huan , LI Hong-nan , GUO Wei , TIAN Li 
(School of Civil & Hydraulic Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China) 

Abstract:  A new method is presented and proposed to settle the problem, easy but not to be neglected, existing 
in the current displacement input model for the seismic-responses analysis of multi-degree-of-freedom 
multi-supported structures subjected to spatially ground motion. The method is called appended massless rigid 
element method. Firstly, the current displacement input model is reviewed, and the unnegligible problem inherent 
in it is described in detail. To solve the problem, the spring impedance method is presented. Then, the rationality 
and accuracy of the proposed method are further verified. Moreover, the method is applied to bridge engineering. 
Theoretical analysis and numerical results demonstrate that the proposed method is not only has the characteristics 
of explicit physical meaning, simplicity and feasibility, but also compared with the AMCE method in the previous 
literature. It avoids constraint condition and does not require additional improvement or subprogram for existing 
general finite element program. So, appended massless rigid element method is more realistic and is worthy to be 
generalized. 
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地震地面运动作用下，结构动力反应的数值分

析常采用两种计算模型：一致加速度输入模型和位

移输入模型。一致加速度输入模型已被充分认可并

广为应用，它适用于地震动一致激励下结构的线性

和非线性反应分析，计算得到的结构反应是相对量

值(相对于地面)。事实上，实际地震动具有不一致

性[1―4](例如：行波、相干和局部场地效应)，这一性

质对结构尤其是对大跨桥梁、输电塔-线体系、网壳、

网架、以及地下管线等结构的动力反应影响更为明

显[1, 4―10]。目前，地震动多点输入(即差动输入)问题

已成为抗震界研究热点之一，这时位移输入模型则

常被采用[10―13]。该模型不仅适用于一致激励还适用

于多点激励，既适用于结构线性也适用于其非线性

分析，直接得到的计算结果是绝对量值，当前被认

为是一种求解结构地震反应的具有普适性和有效

性的计算模型[13]。 
位移输入模型的重要性在于它的基础性和应

用广泛性。近年来，学者们对该模型的计算精度、

时域分析方法对其适用性和模型本身存在的问题

以及解决方法方面又进行了相关研究：文献[11]指
出，采用该模型和直接积分法计算结构反应时，预

得到较好精度的解需非常小的积分步长，并认为模

态叠加法可适用于位移输入模型；文献[13]通过理

论分析论证了采用相同的积分步长时，位移输入模

型可获得比一致加速度模型得到更高的计算精度，

并通过一算例对此进行了验证。应该指出，此算例

没有考虑阻尼的影响；文献[14]指出，由于结构绝

对反应中包含地面运动部分而不可振型分解，因此

模态叠加法和反应谱法均不适用于位移输入模型，

进而指出不将结构绝对反应分解为拟静力与动力

反应而试图通过对绝对反应直接振型分解并进一

步推导出多点反应谱的方法在理论上不可行；文  
献[15]明确指出了当前位移输入模型“理论似乎完

善，仔细分析，其实不然”，并对其不容忽视的问

题进行了详细分析，进而提出了 AMCE 实效解决方

法并对一简单算例编制程序加以验证。然而 AMCE
法虽可通过编制程序实现，但对于实际复杂工程而

言则显得力不从心。鉴此，寻求一种更好地解决方

法，并能够将其在当前通用大型有限元程序中实现

则更加具有现实性和推广意义，这也是本文的出  

发点。 
本文首先回顾了当前求解结构地震响应的位

移输入模型，然后详细描述了模型中存在的问题，

进一步提出了无质量刚性元法，并对该方法进行了

物理角度解释、理论分析和数值验证；最后，将该

方法应用于实际一桥梁工程，以进一步说明方法的

现实性。与作者已经提出的 AMCE 对策相比，无质

量刚性元法有如下 3 个优点：1) 将位移输入模型理

论存在的问题通过数值模型建立加以解决的方法

更加巧妙；2) 避免了 AMCE 方法中的附加“束缚”

条件；3) 对于已采用当前位移输入模型的大型有限

元软件，无需其内核程序的改进或者被嵌入新的外

挂程序即可对实际工程结构进行分析。简言之，无

质量刚性元法，合理、实用，便于推广，此乃为    
上策。 

1  位移输入模型及其存在问题回顾 

一离散单元的结构体系，与地面刚性连接，可

将其自由度分为两类：n个非支座节点自由度与m
个支座节点自由度。地震地面运动作用下，该体系

的动力平衡方程可表达为[1―2]： 

tt ts t tt ts t

st ss st sss s

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

M M X C C X
M M C CX X

 

0tt ts t

sst ss s

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭

K K X
PK K X

      (1) 

式中： M 、C 和 K 表示质量矩阵、阻尼矩阵和刚

度矩阵；在式(1)中相应的下标 tt 、 ss 和 ( )ts st 分别

表示非支座节点、支座节点自由度及其两者之间的

耦合，大小分别为 n n× 、m m× 、n m× ( m n× )维；

tX 、 tX 和 tX 为绝对坐标系下非支座节点的位移、

速度和加速度反应列向量； sX 、 sX 和 sX 为绝对

坐标系下支座节点的位移、速度和加速度已知列向

量，即支座处地面运动向量； sP 为m 维支座节点反

力列向量。 
将式(1)中上式展开并作整理，可得到关于 tX 、

tX 和 tX 的动力平衡方程： 
      tt t tt t tt t+ + =M X C X K X  

ts s ts s ts s− − −M X C X K X       (2) 
考虑集中质量矩阵，这时有 0ts =M ；通常忽略阻
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尼项 ts s−C X [11]，此时式(2)可进一步表达为： 

tt t tt t tt t ts s+ + = −M X C X K X K X       (3) 
求解式(3)需要输入 sX ，式(3)即为求解结构地震响

应的位移输入模型[11―12]。 
将结构非支座节点的绝对位移分为两部分表

达[10―12]，即： 
t I ps= +X X X              (4) 

式中： IX 为结构由于惯性力而引起的动位移向量；

psX 为不考虑惯性力时由于地面运动引起的拟静力

位移向量。将式(4)代入式(3)，可得： 
      ( ) ( )tt I ps d r+ + + +M X X F F  

( )tt I ps ts s+ = −K X X K X        (5) 

或： 
  tt I tt I tt I+ + =M X C X K X  

( )tt ps tt ps ts s r− − + −M X K X K X F  (6) 

其中， d tt I=F C X ； r tt ps=F C X 。此时先考察式(1)

中上式，当不考虑惯性力时(此时，阻尼项和 IX 不

存在)，有下式成立： 
0tt ps ts s+ =K X K X                 (7)                      

1
ps tt ts s s

−⇒ = − =X K K X ΓX         (8)                        

式 (7)的物理意义是与刚体位移相关的力为   
零[11]；式(8)中， 1

tt ts
−= −Γ K K 为影响矩阵，其大

小为 n m× 维，物理意义是由支座节点的单位静位

移所引起的非支座节点的拟静力位移。便于分析起

见，考虑一致地震动输入，此时拟静力位移与地面

运动位移相同，即： 
ps s gx= =X ΓX E            (9) 

式中： E 为 n维单位列向量； gx 是地面运动位移。

此时，联合式(6)和式(9)，并考虑恒等关系式(7)，
可得： 

tt I tt I tt I tt g rx+ + = − −M X C X K X M E F    (10) 

不难看出，式(10)是位移输入模型式(3)在一致地震

动激励下的非支座节点等效模型。 
下面，首先将 rF 展开。考虑瑞利阻尼，即： 

tt tt ttα β= +C M K            (11) 
这时，联合式(9)和式(11)并代入 r tt ps=F C X ，可得： 

r tt g tt gx xα β= +F M E K E         (12) 

其中，α 和 β 分别为质量和刚度比例系数，可通过

振型频率及其阻尼比确定。一般情况下，考虑阻尼

比相等[9]，分别可表达为以下两式。对于一特定结

构，振型频率 iω 、 jω 与阻尼比ξ 确定后，α 和 β 是

确定的。 

2 2

( ) 2i j j j i i i j

i jj i

ωω ω ξ ω ξ ωω ξ
α

ω ωω ω
−

= =
+−

     (13a) 

2 2
2j j i i

i jj i

ω ξ ω ξ ξβ
ω ωω ω

−
= =

+−
          (13b) 

其中，当 i jω ω= 时 β 取得最大值，即： 

2 2
2 2

2
j j i i

i jj i i j

ii i

ω ξ ω ξ ξ ξβ
ω ωω ω ω ω

ξ ξ
ωω ω

−
= = =

+− ⋅

=
⋅

≤

 

考虑 2%ξ = ― 5%ξ = ，并考虑 1rad / siω > ， 
2 rad / si < πT ，可得 2%β ≤ ― 5% 。将式 (11)和   

式(12)代入式(10)，可得： 
   tt I tt I tt I+ + =M X C X K X  

tt g tt g tt gx x xα β− − −M E M E K E    (14) 

这里，可将式(14)中反应 IX 视为三部分组成，

即 rX 、 αX 和 βX ，依次分别由方程右端项

tt gx−M E 、 tt gxα− M E 以及 tt gxβ− K E 作用而产生。

这时，为了便于分析，可将式(14)分解为如下 3 个

方程： 

tt r tt r tt r tt gx+ + = −M X C X K X M E       (15) 

tt tt tt tt gxα α α α+ + = −M X C X K X M E     (16) 

   tt tt ttβ β β+ + =M X C X K X    

tt g ts gx xβ β− =K E K E          (17)  

容易看出，式(15)是常被认可与采用的一致加速度

输入模型，事实上，这一点在式(10)中已可看出。

应该指出，式(17)中 tt ts= −K E K E 恒成立。 

不难发现，一致地震动激励作用下，位移输入

模型比加速度输入模型多了两项激励 tt gxα− M E 和

ts gxβK E ，由此会给计算结果带来影响。进一步，

或许还应关心如下 3 个问题：这两项的存在，如何

对结构响应产生影响？产生的影响有多大？是否

可被忽略？这应该决定它们相对于 tt gx−M E 的大

小，即： 

  tt g tt g

tt g

x x
x

α− +
= =

−

M E M E
γ

M E
 

( )tt g g g

tt g g

x x x
x x
α

α
⎧ ⎫− − ⎪ ⎪= + ⎨ ⎬− ⎪ ⎪⎩ ⎭

M E
E

M E
       (18) 
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tt g ts g ts g

tt g tt g

x x x
x x
β

β
− −

= = +
−

M E K K E
η E

M E M E
   (19) 

直观起见，就结构相对于地面的动反应 IX 而

言，位移输入模型等效为如图 1(a)所示的物理模型。 
1) 分析 γ：考虑实际并从统计角度分析，地震动 gx
幅值与相应 gx 相比可以忽略[13]，即与 tt gx−M E 相

比， tt gxα− M E 可被忽略。因此，与 rX 相比， αX

可忽略不计。此时，图 1(a)可进一步近似等效为图

1(b)所示物理模型；2) 分析η：由式(19)可知，η不

仅有关于 gx 与 gx ，还决定于 tsK 和 ttM 。由于分子

tsK 中非零元表示耦合刚度，其大小始终为结构底

部单元的刚度，它直接取决于数值模型单元划分，

即底部单元划分越精细(单元长度越短)，其刚度 tsK
越大，而此时分母 ttM 中相对应元素越小。根据矩

阵论知识，由此会导致下式计算不收敛，现象上会

使得底部单元的剪力和弯矩出现不合理的急剧放

大，这不符合物理事实。文献[15]对此作了详细分

析与验证。 

       
0 0

lim lim
ts ts

tt tt

ts g

k k tt gM M

x
x

β
+ +

→+∞ →+∞
→ →

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

K E
η E

M E
 

0

lim

lim
ts

tt

ts gk

tt g
M

x

x
β

+

→+∞

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

K E
E

M E
     (20) 

ts gxβ K E

 1.b 1.a 

gx−ME  

xg 

=
 

≅  

gxα− ME gx−ME

β K

  

图 1  位移输入模型等效分解示意图 
Fig.1  Equivalent sketch of displacement input model 

2  无质量刚性元法的提出及其优点 

针对位移输入模型存在的上述问题，文献[15]
给出了更为详细地解释，并提出了 AMCE 解决方

法，且进行了验证。本节在此基础之上，进一步提

出无质量刚性元法并与 AMCE 法相比较说明其优

越性。 
采用 AMCE 法建立模型如图 2 所示，该方法要

求：1) 附加单元刚度 AK 足够大；2) 无质量，即

0ss =M ；3) 强制束缚 S 地面、S1 地面运动过程中

具有相同运动，即
1s s=X X ，

1s s=θ θ 。通过这样处

理，可以实现如下 4 个目的： 
① 转移 ts gxβK E (此时， ts A=K K )作用点 Q

至 S，而不作用于子结构(原结构)。 
② 条件 1)，可使 AMCE 视为刚性基础，不影

响原结构的动力特性。 
③ 条件 2)，可使得作用 tt gx−M E 与原结构相

同。否则，增加了 S 处的非零节点力 ss gx−M E 。 

④ 条件 3)保证传递到原结构的激励不改变，

仍为地面运动。否则，节点 S 除产生与地面相同的

运动之外，还存在 ts gxβK E 产生附加节点位移。 

AMCE 

等效 

gx−M E

ts gxβ K E  

gx−M Egx−M E

AMCE 法建模

Q   

S   

S1   

 
图 2  无质量刚性束缚元法建立模型的示意图 

Fig.2  Sketch of model adopting appended massless constraint 
element method 

不难发现，采用 AMCE 法建立模型可使得

ts gxβK E 的作用点进行转移，从而迫使 ts gxβK E 对

于原结构处于“有名无实”状态，同时还保证了原

结构的动力特性、激励输入以及作用不改变。因此，

子结构的反应与原结构相同。AMCE 方法物理概念

清晰、合理有效，虽可通过编制程序实现，但对实

际工程而言则显得力不从心。容易考虑到，若将该

思想在已采用当前位移输入模型的大型有限元软

件中成功实现并将其推广应用于实际工程可为上

策。然而，目前存在困难。导致这一困难的主要原

因是束缚节点中包括了支座节点 S1，而且施加位移

需要在该节点激励方向施加约束，若在分析前事先

将其与非支座节点设置耦合(束缚)，会直接导致非

支座节点“不动”。导致这一“不动”原因是程序 
默认对非支座节点的束缚不是使其在运动过程中

与支座节点相等，而是与分析前相等，但分析前支

座节点被约束了。应该说明，对均为非支座节点之

间耦合不存在这种情况。 
这里需要说明的一点，考虑地震波速度 [16] 

1m/sgx ≤ ，根据前面的分析可知 0.05β < ，进一步

得到 0.05gxβ < ，由此可得 S、S1 地面运动过程中

Xg 

gx−ME gx−ME  gx−ME

ts gxβK E

AMCE 法建模 等效 

AMCE 

Q

S

S1

(b)(a) 
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地面运动差可不考虑；又根据力学知识，S、S1 运

动差不影响子结构杆件内力。采用无质量刚性元方

法建立模型，如图 3 所示。该方法不需要考虑

ts gxβK E 产生附加节点位移，还克服了上文所述的

推广 AMCE 法遇到的困难，从而使得当前位移输入

模型中存在问题的解决更具有普遍性和现实性。 

等效 

gx−ME

ts gxβ K E

 

gx−MEgx−ME

弹簧阻抗法 

S   

S1   

 
图 3  无质量刚性元法建立模型的示意图 

Fig.3  Sketch of model adopting appended massless rigid 
element method 

3  无质量刚性元法的实现与验证 

无质量刚性元法可采取如下步骤： 
1) 建立原结构的数值计算模型，兼顾计算效率

和精度进行有限单元剖分。 
2) 增加附加刚性元并设置节点 S 质量为零，进

一步进行模态分析并比较其自振特性(例如：自振周

期)是否与原结构一致，以判断附加刚性元的刚度是

否足够。 
为了验证本文提出的无质量刚性元法的准确

性与可行性，利用 MATLAB 语言编制程序并考察

如图 4 所示算例。局部坐标系下的单元刚度矩阵为

式(21)，激励选取 El Centro (1940)地震波，时程曲

线如图 5 所示，其中位移时程由加速度时程两次积

分并通过基线调整得到，其准确性在文献[15]中已

验证： 
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(21) 
采用无质量刚性元法建立的模型及其属性见

图 6，附加刚性元后的新结构模型与原结构自振周

期比较见表 1，表明刚性元的刚度满足要求。选取

振型阻尼比为 0.02ξ = ，根据两阶自振周期与    

式(12b)计算 β 以及附加刚性元属性。考察 S 和 S1

的节点位移以及底部单元的剪力，选用位移输入模

型对新结构模型分析，分析结果与对原结构选用一

致加速度计算结果对比分别如图 7 和图 8 所示。可 
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E=2.5E4 MP 

ρ=2500Kg/m3 

H=0.6×10 m 

A=b×h=0.1×0.1m2 

z

x

原结构模型 

 
图 4  数值算例 

Fig.4  Numerical example 
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图 5  El Centro 波时程曲线(1940) 

Fig.5  Time history curves of El Centro (1940) 
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图 6  无质量刚性元法建立模型示意图及其属性 

Fig.6  Sketch of model adopting spring impendence method 
and its attribute 
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表 1  自振周期比较 
Table 1  Comparison of natural period 

模态阶数 原结构 新结构模型 

1 0.696662 0.696662 

2 0.112519 0.112519 

3 0.040652 0.040652 

4 0.021012 0.021012 

5 0.012896 0.012896 

6 0.00879 0.00879 

7 0.007475 0.007475 

8 0.00646 0.00646 

9 0.005062 0.005062 

10 0.00423 0.00423 

11 0.003792 0.003792 

12 0.002512 0.002512 
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图 7  节点 S 与 S1位移比较 

Fig.7  Joint displacement of S and S1 
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图 8  底部单元剪力比较 
Fig.8  Shear force of bottom element 

以看出，节点位移吻合很好，S 与 S1 具有相同运动，

这说明采用无质量刚性元法对位移影响很小；底部

单元剪力一致，表明采用无质量刚性元法建立模型

有效解决了当前位移输入模型理论存在的问题。 

4  工程算例与无质量刚性元法的 
实用性验证 

上节是通过编制程序对一简单算例进行了分

析，仅验证了无质量刚性元法的可行性和准确性。

本节利用大型通用有限元程序 SAP 2000 对该方法

加以实现，并将其应用于如图 9(a)所示的桥梁工程，

旨在进一步说明该方法的实用性，且具有推广   
意义。 

桥梁全长 120m，主跨 80m，两边跨各 20m，

桥面板宽 3m；面板材料为 C40 混凝土，其它为 Q235
钢材。据上节步骤 2)，添加刚性元建立新模型如   
图 9(b)所示，刚性元选取等截面圆柱，直径 2m，

高 0.5m，为使其刚度足够大，材料弹性模量设置为

6.0×105MPa。对原结构与新结构作模态分析并考察

前 50 阶自振特性，由图 10 可以看出附加刚性元刚

度满足要求，图 11 是第 1 阶、第 12 阶振型对比图。

地震动选取同上节，x 方向激励。 
考察新结构 Sa 和 Sb 两节点位移吻合程度并比

较底部单元的剪力，对比见图 12 和图 13。结果表 
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z
x y

(a) 原结构 

刚性元 
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(b) 新结构(无质量刚性元法)
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(c) 放大示意图 

Sb 
刚性元

Sa 
底部单元 

 
(d) 放大示意图 

图 9  桥梁有限元模型 
Fig.9  Finite element model of bridge 
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图 10  前 50 阶自振周期比较 

Fig.10  Natural period distribution of the first 50 mode 
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(a) 第 1 阶 

 
(b) 第 12 阶 

图 11  桥梁原结构与新结构模态对比 
Fig.11  Modal shape of original and new bridge model 
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图 12  节点 Sa 与 Sb位移比较 

Fig.12  Joint displacement of Sa and Sb 
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图 13  底部单元剪力比较 

Fig.13  Shear force of bottom element 

明，利用当前有限元程序能够实现无质量刚性元

法，该方法可应用于工程实际。 

5  结论 

本文针对当前求解结构地震响应的位移输入

模型存在的问题，为了更方便于利用通用有限元程

序即可解决实际工程问题，在基于已有工作基础之

上，进一步作了如下两项工作： 
(1) 提出了无质量刚性元法，其优点可避免以

往文献中 AMCE 解决方法对支座与支座附近节点

强制“束缚”要求，该方法物理意义清晰、合理    
可行。 

(2) 将无质量刚性元法在大型有限元程序

SAP2000 加以实现，并应用于一桥梁工程，进而说

明本文方法实用性，可以推广应用。 
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