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单点和多点荷载输入的虚拟激励法实用求解模式
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摘要:在实际工程中采用虚拟激励法( pseudo excitation method，PEM) 往往需要编写复杂计算程序，为方便工程应用，建立了
一种对应单点和多点荷载输入的虚拟激励法实用求解模式。考虑地震作用、风荷载等多种随机荷载，提取单点和多点荷载
输入下计算结构虚拟响应的实用求解模式，并利用常规有限元分析软件的谐振稳态分析完成 PEM核心计算，最后通过线性
组合重新构建结构虚拟响应和功率谱密度函数的求解公式，从而在常规有限元分析软件中实现了 PEM 算法。由于采用建
议方法可将 PEM算法的核心计算交由有限元分析软件完成，在保持 PEM 高效准确计算优势的前提下显著提高了工作效
率，避免了编写复杂计算程序，方便实际工程应用。通过两个典型数值算例验证了建议方法的正确性与有效性，并且指出
其对于多种荷载工况的计算效率具有一定优势。
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Abstract: Application of pseudo-excitation method ( PEM) in practical engineering usually needs to complete complex
calculation program． The practical solution mode for calculating structural pseudo response under single and multiple
point load input was established． Considering several types of random loads such as earthquake，wind and so on，and
extracting practical solution mode，the core calculation of PEM algorithm can be easily performed by harmonic steady
analysis in general finite element analysis software． And then the pseudo response and power spectrum density function
of structure are given by simple linear combination rule． As the core calculation of PEM algorithm is solved by
software，the method proposed in this paper possesses both of computational efficiency and precision of the pseudo-
excitation method． And stochastic analysis of practical engineering by PEM algorithm is greatly facilitated and
programming is avoided． Finally，two numerical examples are given to verify the simplicity and validity of proposed
method in this paper，and calculation efficiency of the method corresponding to multiple cases is also pointed out．
Keywords: single and multiple point load input; pseudo-excitation method; practical solution mode; steady-state
analysis; power spectrum
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0 引言

建筑物在地震作用、强风以及车辆等复杂环境
下会产生随机振动，具有显著的不确定性，采用具有

概率特征的随机理论描述其振动规律更为合理。然
而，传统随机理论较为复杂，计算量较大，影响其在

实际工程中的应用［1-2］。林家浩等［3］于 20 世纪 90 年
代提出并发展了一种新型计算方法———虚拟激励
法，该方法有效解决了传统方法( 如 CQC、SRSS 等)
计算效率较低的问题，同时由于并未引入任何近似

假定，属于精确解法。在虚拟激励法基础上，学者们
针对多点地震作用［4］、强风［5］以及其它随机作用工
况实现了一系列计算改进和工程应用，并研究了虚

拟激励法与精细积分相结合［6］、非平稳激励［7］以及
非比例阻尼结构的计算策略［8］等。虚拟激励法发展
至今，其理论体系已经较为完善，具备显著的计算优

势，大部分情况下可以取代传统随机方法。
目前，虚拟激励法已在许多大型工程中得以应

用，如南京长江二桥、上海东海大桥、香港青马悬索
桥以及深圳地王大厦等，均取得了良好的经济效益。
然而，由于虚拟激励法往往需要自编程序，前后处理

繁琐，将耗费大量精力，在高效计算表象下其工作效

率并不高，这一点客观上阻碍了虚拟激励法的推广

应用。如能利用现有商业有限元分析软件实现虚拟
激励法计算，可以将软件强大前后处理和高效算法

相融合，具有重要工程应用价值，虚拟激励法也必将

得以进一步推广。汪洋等［9］基于通用有限元分析软
件 ANSYS的二次开发功能实现了虚拟激励法计算，
然而此方法难以在其他二次开发功能较弱的有限元

分析软件( 如 SAP 2000 等) 中实现。李永华等［10］基
于大质量法改变结构模型建立了多点地震输入下虚

拟激励法的 ANSYS实现策略。此外，陈建兵等［11］指
出了可用单一谐和函数下结构响应幅值来取代功率

谱计算，简化了虚拟激励法计算。
为了从广泛意义上解决虚拟激励法的实际工程

应用，本文综合考虑地震作用、风荷载以及其他随机
作用情况，建立计算结构虚拟响应的实用求解模式，

提出简单实用的线性组合方法，以使在任何具备谐

振稳态分析功能的常规有限元分析软件中实现虚拟

激励法核心计算。

1 谐振稳态分析

通用或专业有限元分析软件 ( 如 ANSYS、
SAP 2000 等) 均具备谐振稳态分析功能，可用于计算
某一阶或多阶频率简谐荷载下的结构动力响应。简

谐荷载是一种空间分布并与频率相关的任意函数，数

学上是空间向量与频率函数的有限组合，可表示为:

珋r( t) = 珚Peiωt ( 1a)

珚P = ∑
nP

j = 1
sj fj ( ω) P je

iθ j =

∑
nP

j = 1
sj fj ( ω) P j ( cosθ j + isinθ j ) ( 1b)

其中: 珋r( t) 为简谐荷载列向量; 珚P 为表征 珋r( t) 的作
用位置、幅值和相位，且可与频率相关的向量; i =

槡－ 1; nP 为荷载模式数量; sj、fj ( ω) 分别为幅值比
例系数和频率函数; P j 为空间荷载列向量，表征荷载

空间分布模式; θ j 为所施加空间荷载 P j 的相位角。
此外，由式 ( 1b) 可知，fj ( ω) 表征荷载频率特

征，而 P j、sj 表征与频率无关的荷载空间分布及幅值
特征，θ j 表征与频率无关的荷载相位特征。事实上，
在通用或专业有限元分析软件中需要通过指定

fj ( ω) 、P j、sj和 θ j等给出结构中所输入的确定性简谐

荷载。特别的，在某些专业有限元分析软件中( 如
SAP 2000 等) ，此类简谐荷载还往往存在多种输入方
式，如力、位移和加速度等，方便实际工程应用。考
虑到常规有限元分析软件均具备谐振稳态分析功

能，期望能将其与形式上类似的虚拟激励法相联系，

从而实现虚拟激励法的核心计算。这不仅可提高计
算效率和计算精度，而且还可推动虚拟激励法在实

际工程中的应用。

2 虚拟激励法实用表达式

2. 1 地震动单点激励
作用于建筑结构的地震作用主要分两类: 单点

激励和多点激励。对于地震动单点激励，首先假定
地面加速度为 üg，地面加速度功率谱密度函数为

Süg
( ω) ，根据虚拟激励法可构造简谐加速度 槇̈ug =

Süg
( ω槡 ) eiωt，此时虚拟地震激励下结构动力平衡方

程可表示为:

M 槇̈U + C 槇U + 槇KU = － ME 槇̈ug ( 2)
其中: M、C和 K分别为结构质量、阻尼和刚度矩阵;

槇U = ［珘u1，珘u2，…，珘un］
T 为结构虚拟位移响应向量; 槇U、

槇̈U分别为结构虚拟速度和加速度响应向量; E 为荷
载作用位置的单位列向量。基于矩阵运算法则，虚

拟位移响应向量 槇U可表示为:

槇U = 槇Uωe
iωt = － HME Süg

( ω槡 ) eiωt ( 3a)
H = ( － Mω2 + iωC + K) －1 ( 3b)

式( 3) 表征了结构在虚拟简谐荷载作用下的稳
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态响应。如果采用力输入方式，参考式( 1 ) ，则有

珋r( t) = 珚Peiωt，珚P = － ME Süg
( ω槡 ) 。根据式( 1) ，可得

到力输入的各特征参数: sj = 1，P j = － ME，fj ( ω) =

Süg
( ω槡 ) ，θ j = 0°，j = 1。由 P j可以得到需要在结构

各个质量点上需施加的简谐力大小，但在各点均施

加力显然会导致复杂的操作。若能够直接采用加速
度输入方式，式 ( 3a) 中 － HME 将由有限元分析软

件自行计算，珋r( t) = 珚Peiωt和珚P = Süg
( ω槡 ) 仅需要对

结构基底施加此简谐变化的加速度即可。但需要注
意的是，频率 ω的变化范围与积分间隔 dω取决于随
机振动分析所涉及的频率范围和分辨率。利用有限
元分析软件的谐振稳态分析功能，求解式 ( 3a) 可得

到虚拟位移响应向量 槇Uω 和
槇U，进而得到虚拟结构响

应 z = AT槇U，其中向量 A 反映了结构几何参数和刚
度特征，结构响应 z 的功率谱密度函数则为 Sz =
z* z，其中 z* 为 z的共轭。综上可见，利用有限元分
析软件的稳态分析功能，实现地震动单点激励时的

虚拟激励法计算简单可行。
2. 2 地震动多点激励
假设结构共有 m0 个支座，但仅有 m个支座处输

入地震动各不相同，即结构承受 m个点的地震激励。
结构全部 m0 个支座的地面加速度可定义为 Üg 0 =
［̈ug1，̈ug2，…，̈ugm0

］T，地面加速度功率谱密度矩阵为

SÜg 0
( ω) 。从 m个支座输入的不同的地面加速度定义
为 Üg = ［üg1，̈ug2，…，̈ugm］

T，地面加速度功率谱密度

矩阵为 SÜg
( ω) ，则有 SÜg 0

( ω) = ΩSÜg
( ω) Ω T，其中

Ω ∈Rm0×m，是 m0 × m维转换矩阵。对应的位移响应
功率谱密度矩阵为 SUg

( ω) = SÜg
( ω) / ω4。m个支座

所对应的不同地震激励位移响应功率谱密度矩阵

SUg
( ω) 为厄密特矩阵，故可分解为:

SUg
( ω) = ∑

m

j = 1
［珘x j ( ω) ］

*［珘x j ( ω) ］
T =

∑
m

j = 1
λ j ( ω) ［ j ( ω) ］

*［ j ( ω) ］
T ( 4)

其中: 上标 * 表示共轭; λ j ( ω) 为实数;  j ( ω) 为复
向量且为复数空间的规范正交基，且 λ j ( ω) 和 j ( ω)
均是频率 ω的函数。
矩阵 SUg
( ω) 可以采用多种分解方法，如矩阵复

特征值和特征向量、复三角分解等，可视具体情况和
要求而定。通过式( 4) 可以构造 m个虚拟位移为［4］:

槇Ug j = λ j ( ω槡 )  j ( ω) e
iωt ( j = 1，…，m) ( 5)

其中，槇Ug j 表征第 j个虚拟激励。对于地震动多点激
励下结构响应，本文采用位移输入方式［12］求解。在
结构各支座处虚拟位移激励下，结构动力平衡方程

与虚拟响应可表示为:

M 槇̈U j + C 槇U j + 槇KU j = － KsbΩ槇Ug j ( 6a)

槇U = 槇Uωe
iωt = ∑

m

j = 1

槇U j = ∑
m

j = 1

槇U j，ωe
iωt ( 6b)

其中，Ksb 为结构与基础的交叉刚度矩阵。需要注意
的是，位移输入方式可能导致误差的情况应加以注

意和处理［13］。综合式( 5) 和式 ( 6b) 可得:

槇U j = 槇U j，ωe
iωt = － HKsbΩ λ j ( ω槡 )  j ( ω) e

iωt ( 7)
若采用位移输入方式，与式( 1 ) 相比较，有 珚P =

Ω λ j ( ω槡 )  j ( ω) 。考虑到  j ( ω) 是圆频率 ω相关的
复向量，使得 珚P中存在与频率 ω相关的相位角，进而
导致与式( 1) 所代表的谐振稳态分析的表达形式并
不完全一致( 其相位信息与频率 ω 无关) ，无法直接
利用有限元分析软件来求解式( 7 ) 。为解决由频率
相关和相位变化所导致的问题，以下将构造虚拟响

应的实用求解模式，通过实用求解模式的简单线性

组合实现式( 7) 计算，同时实用求解模式的提出和构
建将规范虚拟激励法求解过程。本文在分析频率范
围 ω∈［ω1，ωN］内足够精细地选取 N个离散频率点
ω1，…，ωN，通过求解所选取频率点上的功率谱值以

确定整体功率谱函数。
1) 实用求解模式
提出并构建实用求解模式，旨在使式( 7) 中不出

现与频率相关的相位项，与式( 1 ) 相一致，以便于利
用有限元分析软件间接求解式( 7 ) 。为构建实用求
解模式，首先需要给出 m 维实数空间的规范正交基
( 理论上任一正交基均可以采用) 。假设规范正交基
表达为Φ = ［φ 1，…，φ m］，则所构建的实用求解模式

定义为:

槇Wk = 槇Wk，ωe
iωt = － HKsbΩφ ke

iωt ( k = 1，…，m)

( 8)
其中，下标 k 用来表征规范正交集 Φ 的第 k 个向量
基。采用位移输入方式，对比式( 1) ，则有:

珚Pk = sk fk ( ω) Pke
iθk = Ωφ k ( 9)

式中，sk = 1，fk ( ω) = 1，Pk = Ωφ k，θk = 0°。
从式( 8) 和式( 9 ) 可以看到，所构建的实用求解

模式 槇Wk 可以由有限元分析软件谐振稳态分析求解。
需要注意的是，由于Φ = ［φ 1，…，φ m］为规范正交基

所组成的矩阵，实用求解模式数量等于激励不同的

结构支座数量 m，各实用求解模式互不相关。
2) 组合求解结构虚拟响应
上述实用求解模式中，没有考虑频率及与频率

相关的相位信息，为此重新引入频率、相位信息。在
频率范围 ω∈［ω1，ωN］内选定频率 ω = ωa， j ( ωa )

为复数向量，可以进一步表示为:
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 j ( ωa ) =  real
j ( ωa ) + i imag

j ( ωa ) ( 10)

其中， real
j ( ωa ) 与

imag
j ( ωa ) 分别为向量 j ( ωa ) 的实

部和虚部。考虑到Φ =［φ 1，…，φm］为 m维实数域的
一组规范正交基所构成的矩阵，则其组合形式为:

 real
j ( ωa ) = ∑

m

k = 1
breal
j，k φ k = ΦBreal

j ( 11a)

 imag
j ( ωa ) = ∑

m

k = 1
b imag
j，k φ k = ΦBimag

j ( 11b)

其中，breal
j，k 和 b imag

j，k ( k = 1，…，m) 为实部和虚部的组
合 系 数，而 Breal

j = ［breal
j，1，…，b

real
j，m］

T 和 Bimag
j =

［b imag
j，1 ，…，b

imag
j，m］

T 则为组合系数向量。由于 Φ 为规范
正交基，则Φ －1 = Φ T，故有:

Breal
j = Φ T real

j ( ωa ) ，b
real
j，k = φ T

k
real
j ( ωa ) ( 11c)

Bimag
j = Φ T imag

j ( ωa ) ，b
imag
j，k = φ T

k
imag
j ( ωa )

( 11d)
联合式( 7) 和式( 11 ) ，可得在任意频率 ωa 处结

构虚拟位移响应的表达式为:

槇U j，ωa
= － HKsbΩ λ j ( ωa槡 )  j ( ωa ) =

－ HKsbΩ λ j ( ωa槡 ) ∑
m

k = 1
breal
j，k φ k + i∑

m

k = 1
b imag
j，k φ[ ]k =

∑
m

k = 1
－ HKsbΩφ k λ j ( ωa槡 ) φ T

k  real
j + i imag( )

j =

∑
m

k = 1
λ j ( ωa槡 ) φ T

k j
槇Wk，ωa

( 12)

结合式( 8) 可以看出，式( 12) 可通过实用求解模
式的线性组合间接得到频率 ωa 处的虚拟响应，进而

可得到结构虚拟响应 槇Uωa
，其表达式为:

槇Uωa
= ∑

m

j = 1

槇U j，ωa
= ∑

m

j = 1
∑

m

k = 1
λ j ( ωa槡 ) φ T

k j
槇Wk，ωa

( ωa ∈［ω1，ωN］) ( 13)
通过推导看出，在所构建实用求解模式的基础

上，给出了通过线性组合得到结构虚拟响应 槇Uωa
的表

达式，即式( 13) ，进而可以计算得到结构位移随机响

应的功率谱密度函数矩阵 SU ( ωa ) = 槇U*
ωa

槇U T
ωa
。特别

地，为方便理论推导和规范化求解，本文建议选用一

组特殊规范正交基: Φ = ［φ 1，…，φm］，φ k =

0，…，0，1，0，…，[ ]0 T 有 m 个元素，且第 k 个元素为
1，其他全部为 0，k = 1，…，m，则Φ －1 = Φ T。式( 13)
可简化为:

槇Uωa
= ∑

m

j = 1

槇U j，ωa
= ∑

m

j = 1
∑

m

k = 1
λ j ( ωa槡 )  j，k

槇Wk，ωa

( ωa ∈［ω1，ωN］) ( 14)

其中，系数  j，k = φ T
k j = breal

j，k + ib imag
j，k 代表复向量

φ j ( ωa ) 第 k个元素，槇Wk，ωa
= － HKsbΩφ k 为标准化的

实用求解模式的频率解，进而求解结构随机响应功

率谱和响应谱参数，可分为两步: 1) 构建并计算实用
求解模式; 2) 求解虚拟响应、功率谱和计算谱参数。
从物理角度来理解此问题: 由于规范正交矩阵 Φ 为

单位对角矩阵，所得式( 14 ) 中 槇U j，ωa
实际上表示激励

不同的支座在单位地震动输入下结构虚拟响应的线

性组合，而激励相同支座所引发的地震响应计算则

可直接通过有限元分析软件实现。同时需要说明的
是，地震动单点激励同样可以建立实用求解模式，其

将与地震动多点激励相统一，可规范求解过程。为
说明此点，区别于多点地震激励，单点地震激励将采

用加速度输入方式并参考式( 3) ，其实用求解模式和
虚拟响应可表示为:

槇W = 槇Wωe
iωt = － HMEeiωt ( 15a)

槇U = 槇Uωe
iωt = 槇W S üg

( ω槡 ) = 槇Wω S üg
( ω槡 ) eiωt

( 15b)
由此可见，单点激励下结构响应计算可以利用

式( 15) ，通过实用求解模式和虚拟响应两步操作实
现。根据式( 14) 和式( 15 ) 计算的虚拟位移响应，可
直接给出结构第 l 个构件虚拟内力 η l 表达为: η l =

AT
l
槇Uωa
( 多点地震激励) ，或 η l = AT

l
槇Uω ( 单点地震激

励) ，其中，AT
l 为 1 × n维向量，表征了结构的几何物

理特征。
2. 3 风荷载及其他类型随机荷载
类似于地震动多点激励，风荷载及其他类型随

机荷载在结构物上同样存在多个不同激励源。定义
不同的荷载激励向量表达式为 F = ［f1，…，fm］

T，共

有 m个不同激励，功率谱密度矩阵为 SF ( ω) 。实际所
有激励可为 m0 ( m0 ≥ m) 个，类似前文，转换矩阵同
样定义为Ω。类似于式( 4) 和式( 5) ，根据功率谱密度
矩阵构建 m个虚拟荷载激励，其表达式为:

槇F j = λ j ( ω槡 ) φ j ( ω) e
iωt ( j = 1，…，m) ( 16)

结构动力平衡方程和虚拟响应表达式写为:

M 槇̈U j + C 槇U j + 槇KU j = Ω 槇F j ( 17a)

槇U j = 槇U j，ωe
iωt = HΩ λ j ( ω槡 )  j ( ω) e

iωt ( 17b)
参数定义同前文。由于  j ( ω) 为复向量，无法

直接采用式( 1) 的谐振稳态计算，借鉴地震多点激励
处理 方 式，选 用 一 组 特 殊 规 范 正 交 基 Φ =
［φ 1，…，φ m］

T，φ k = ［0，…，0，1，0，…，0］T 有 m 个元
素，且第 k个元素为 1，其他全部为 0，k = 1，…，m。
构造相应的实用求解模式为:

槇Wk = 槇Wk，ωe
iωt = HΩφ ke

iωt ( k = 1，…，m) ( 18)
类似的，式( 18 ) 所构建的实用求解模式可以利

用有限元分析软件的谐振稳态分析功能来求解。需
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要指出的是，此时谐振荷载为力输入方式，需要在结

构的各个实际力作用点依次添加单位谐振力，这有

别于地震作用中采用加速度和位移输入方式。推导
过程类似于前文地震动多点激励，最终将得到由实

用求解模式线性组合所得的结构虚拟响应表达式:

槇Uωa
= ∑

m

j = 1

槇U j，ωa
= ∑

m

j = 1
∑

m

k = 1
λ j ( ωa槡 )  j，k

槇Wk，ωa

( ωa ∈［ω1，ωN］) ( 19)
其中，系数  j，k =  T

k j = breal
j，k + ib imag

j，k 代表复向量

 j ( ωa ) 的第 k 个元素，进而得到结构随机响应的功

率谱密度函数矩阵 SU ( ωa ) = 槇U*
ωa

槇UT
ωa
，槇U*

ωa
是 槇Uωa 的

共轭向量，由此可见，风荷载及其他类型随机荷载与

地震动激励所推导的表达式基本一致。
综上所述，不管结构承受何种形式的外部随机

激励，无论是以力、位移亦或加速度输入方式，本文
所提方法主要是构建相对固定的实用求解模式

槇Wk，ω，以便规范化地实现虚拟激励法通用软件计算。
具体分两步进行: 第一步构建实用求解模式，实用求

解模式是最根本的计算单元，可以利用有限元分析

软件的谐振稳态分析功能实现; 第二步则是通过简

单线性组合得到结构虚拟响应，从而利用有限元分

析软件实现虚拟激励法的核心计算。通过理论推导
还可看到，本文方法在计算过程中保持了虚拟激励

法的高效精确，没有额外增加计算量，同时利用有限

元分析软件实现核心计算，有效提高了工作效率。
此外，实用求解模式的提出还具有以下显著优势: 荷

载激励大小和相位发生变化时，只要荷载作用位置

不变，之前计算的实用求解模式仍然可重复利用，即

式( 8) 、( 15a) 、( 18) 仅与荷载作用位置有关，而与荷
载大小和相位无关，有效减小了需要大量工况重复

计算的工作量。图 1 给出了地震作用、风及其他多种
随机荷载下虚拟激励法在有限元分析软件中实现的

规范化步骤。

3 数值验证

通过实际工程算例来验证所提出的虚拟激励法

软件实现策略的准确性和有效性，计算软件采用

SAP 2000，并采用传统随机分析方法计算结果作为
对比。
3. 1 首都机场 AMECO维修机库网架结构
首都机场四机位 AMECO 维修机库是大跨度网

架结构，AMECO 机库长 306 m( 153 m × 2) 、宽 90 m、
高 40 m，另设四个尾库，覆盖面积 35 993 m2，结构总

质量约 5 500 t，是目前我国最大跨度的机库，也是世
界上最大的机库之一，具体的网架结构参数参见文

图 1 通用有限元分析中虚拟激励法实现的一般步骤
Fig． 1 Usual steps of implementation of pseudo-excitation

method in general finite element software

献［14］。图 2 为所建立的 AMECO 维修机库有限元
分析模型。对大跨度网架结构，其竖向振动往往起
控制作用，同时仅为验证算法，为此仅考虑在竖向

地震激励下的结构动力响应。假定混凝土柱轴向与

( a) AMECO维修机库整体结构有限元分析模型

( b) 模型平面

( c) 模型侧立面

图 2 首都机场 AMECO维修机库结构有限元分析模型
Fig． 2 Finite element model of maintenance hangar

of the Beijing International Airport AMECO
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地面完全刚性连接，网架结构支点直接承受地震竖

向作用。本文选用 Clough-Penzien 模型［15］，可描述
为: Süg

= S0{ ［ω
4
g + ( 2ζgωgω)

2］/［( ω2
g － ω2 ) 2 +

( 2ζgωgω)
2］} × { ［ω4 / ( ω2

f － ω2 ) 2 + ( 2ζfωfω)
2］} ，

其中，ωg 为场地土频率，ξg 为场地土阻尼比，文献
［16］给出了三类场地和第一地震分组的对应参数取
值，ωg = 13. 96 rad /s，ξg = 0. 80，ωf 可取小于 ωg 的

频率，代表过滤层频率，取 ωf = 10. 0 rad /s，ξf代表过
滤层阻尼比，ξf = ξg = 0. 80。本文取强度因子 S0 =
0. 000 6 m2 / s3。
为了验证本文方法的准确性，选取网架模型中

部分杆件为研究对象，如表 1 所示。图 3a 给出了地
震动单点激励下网架结构实用求解模式的轴力响应

曲线，通过本文方法可以利用图中实用求解模式的

响应计算结果叠加得到网架结构轴力随机响应。为
了对比传统方法和本文方法的计算结果，图 3b 给出
了维修机库大跨度网架结构多个杆件轴力的随机响

应均方根值，从图中可以看到，本文方法的计算结果

与传统随机方法基本吻合，表明本文方法不仅高效

而且准确。

表 1 网架结构中所选取杆件信息
Table 1 Selected bars information of grid structure
区域 杆件位置 杆件编号 序号

上部区域

上弦杆 6703 1
下弦杆 6730 2
腹杆 6879 3

左侧区域

上弦杆 6544 4
下弦杆 6563 5
腹杆 6623 6

右侧区域

上弦杆 23072 7
下弦杆 23091 8
腹杆 23173 9

下部区域

上弦杆 7215 10
下弦杆 7243 11
腹杆 7247 12

为进一步验证本文方法在多点地震激励下随机

响应计算的可行性，地震动多点输入仅考虑行波效应，

不考虑频散效应和局部场地效应。根据 GB 50011—
2010《建筑抗震设计规范》规定，三类场地土层剪切
波速为 140 ～ 250 m /s，首先取其波速为 200 m /s，以反
映行波效应，地震传播方向分别采用 X 向和 Y 向，仍
然输入竖向地震。采用本文方法进行多点随机分析
X向对应 17 个实用求解模式，Y 向对应 7 个实用求
解模式，分别建立稳态谐振分析工况求解各基本模

式响应。图 4 给出了杆件 6703 在 X和 Y向的前 4 个
实用求解模式的轴力稳态响应曲线，可利用本文所

推导公式计算得到轴力虚拟响应、功率谱密度和响

应均方值，从图中还可看出，网架结构高频振动不可

忽视。需要提及的是，单纯利用 SAP 2000 等常规有
限元分析软件自带功能是无法实现多点随机分析

的，尤其是无法考虑行波效应，故借助本文方法可以

弥补常规有限元分析软件的不足，具有工程应用价值。

( a) 实用求解模式的轴力稳态幅值

( b) 随机响应杆件轴力均方根

图 3 地震动单点激励下网架结构响应特征
Fig． 3 Response characteristics of grid structure
subjected to single point earthquake excitation

( a) X向输入

( b) Y向输入

图 4 地震多点输入下网架结构杆件 6703 的
实用求解模式的轴力稳态幅值

Fig． 4 Steady-state amplitude of axial force of bar 6703
of grid structure corresponding to practical solution modes

under multiple point earthquake excitations
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图 5 给出了考虑地震 X向和 Y 向行波效应下网
架结构模型部分杆件轴力的随机响应变化，由图可

见，行波效应对结构随机响应影响明显，相比图 3b
一致输入计算结果，图中数据量级从 10 kN 变化为
100 kN，这主要是由于多点地震激励中各支座点不同
的拟静力位移所导致，在大跨度网架结构随机分析

中需要考虑行波效应影响。同时，图 5 还给出了二类
( ωg = 17. 95rad /s，ξg = 0. 72) 和三类等场地条件下
结构随机响应计算结果，由于荷载作用位置和方向

并无变化，这些实用求解模式的结果在多种工况中

均是恒定的，无需利用 SAP 2000 软件进行重复计算，
仅仅简单线性组合即可得到结果，有效提高了计算

效率。从图 5 中计算结果还可看到，某些杆件轴力的
随机响应受场地影响显著，如在地震 X 向传播时的
网架结构下部区域的腹杆 7247，其编号对应表 1 中
序号 12。

( a) X向输入

( b) Y向输入

图 5 考虑多点地震行波效应影响的网架结构
部分杆件轴力均方根

Fig． 5 Root mean square of axial force of several bars
of grid structure considering wave passage effect of

multiple point earthquake excitations

3. 2 天津西站屋盖网壳结构
天津西站采用大跨度屋盖网壳结构，作为“房桥

合一”新型高铁客站，为满足站厅层大空间的候车需
求，上部屋盖结构跨度 114 m，矢高 35. 9 m，总长

365. 5 m，采用单层圆柱面网壳，网格形式为联方网
格。网壳构件采用双向变截面箱梁，拱脚处梁高约
3 000 mm，翼缘宽 800 mm，拱顶处梁高约1 000 mm，翼
缘宽 2 000 mm。图 6 为天津西站整体和大跨度屋盖
网壳结构的有限元分析模型。对天津西站大跨度网
壳结构考虑 X 向地震激励，采用本文所提方法和传
统随机方法进行对比计算。此处考虑到“房桥合一”
结构典型的上柔下刚结构特征，同时也为简化起见，

假定大跨度屋盖下部支撑结构完全刚性。采用
Clough-Penzien随机模型［15］，考虑单点和多点随机激
励特征，地震波传播方向和振动方向均为 X 向，其剪
切波速为 200 m /s。选取屋盖结构部分节点如表 2 所
示。图 7 给出了单点地震激励下部分杆件的实用求
解模式和随机响应，由图可见，传统方法和本文所提

方法的结果完全一致，再次验证了本文方法的准确

性。基于 SAP 2000 软件的稳态谐振分析，对天津西
站大跨度屋盖结构的 X 向进行多点地震激励。该大
跨屋盖结构杆件以承受弯矩为主，故选取杆件截面

弯矩为评估指标。图 8 给出了屋盖结构杆件 898 和
805 的两种实用求解模式稳态计算结果曲线。图 9
给出了两种场地条件下大跨度屋盖结构部分杆件的

弯矩随机响应，可以看到，行波效应和场地类别对大

跨度屋盖结构具有一定程度的影响。与首都飞机场
维修机库相同，在不同场地条件下的随机响应计算

中，仅需利用计算得到的两种实用求解模式响应结

果即可，多种工况无需重复计算，本文方法可有效提

高计算效率。

( a) 天津西站整体有限元模型

( b) 大跨度屋盖网壳模型

图 6 天津西站“房桥合一”混合结构体系模型
Fig． 6 Integrated building-bridge hybrid structural

model of the Tianjin West Station
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表 2 大跨屋盖结构中所选取杆件信息
Table 2 Selected bar information of long span

roof structure
区域 沿 Y向 杆件编号 序号

跨中区域

左端 895 1
跨中 583 2
右端 889 3

左侧区域

左端 692 4
跨中 788 5
右端 887 6

右侧区域

左端 662 7
跨中 587 8
右端 476 9

( a) 实用求解模式的弯矩稳态幅值

( b) 随机响应杆件弯矩均方根

图 7 地震动单点激励下屋盖结构响应特征
Fig． 7 Response characteristics of roof structure

under single earthquake excitation

图 8 地震动多点激励下屋实用求解模式的
弯矩稳态幅值

Fig． 8 Steady-state amplitude of bending moment
corresponding to practical solution modes of roof

under multiple point earthquake excitation

图 9 考虑多点地震行波效应的屋架结构
杆件弯矩均方根

Fig． 9 Root mean square of bending moment of
roof considering wave passage effect of multiple

point earthquake excitations

4 结论

1) 本文所建立的实用求解模式相对固定且简单
规范，借助通用有限元分析软件的谐振稳态分析功

能实现求解，通过线性组合得到结构虚拟响应和功

率谱，任何具备谐振稳态分析功能的有限元分析软

件均可作为虚拟激励法的实现工具。此外，这将使
得单点和多点荷载作用的求解过程更规范，方便工

程应用，提高了工作效率。
2) 对于多种荷载工况下，如果实用求解模式的

作用方向和位置不变，其计算结果可以在多种工况

中重复利用，具有显著计算效率优势。
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