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摘　要：采用ＳＳＳ（ｓｔａｔｅ－ｓｐａｃｅ－ｓｐｌｉｔ）法，建立了引入Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ滞回模型的杜芬非线性系统在高斯白噪声激励下

的概率密度函数（ＰＤＦ）的近似求解方法，分析了其随机动力响应变化规律。首先，将Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ滞回模型引入杜

芬非线性系统，分别考虑非线性系统中的几何非线性和材料非线性对动力响应的影响。随后，对该模型进行了等

效线性化（ＥＱＬ）处理，基于等效线性化法结果，介绍了ＳＳＳ法的简化方法和计算原理，并通过该方法求解了三维

ＦＰＫ方程的近似联合概率密度函数。最后，将该方法应用于三个案例和一个工程实例，通过求解其概率密度函数

分布及动力可靠度验证了提出方法的适用性、可行性和优越性。
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１　引 言

自然界中的地震、风和海浪均具有随机动力特
性［１］。当激励过大时，工程结构可能会发生局部构
件失效，甚至整体破坏，造成巨大的生命和财产损
失。因此，研究工程结构在这些随机激励下的动力
响应特性，提出工程结构随机动力失效的防护措
施，对预防因过大随机激励导致工程结构破坏而引
发的危害具有重要科学意义和工程价值。随机激
励下的工程结构响应具有随机动力特性，早期研究
工作将随机动力荷载等效为静力荷载，近似计算工
程结构的动力响应［２，３］。该等效方法计算的结果
与实际工况可能会存在较大偏差，从而导致不安全
的设计方案。为了获得更准确的计算结果，采用随
机振动理论与分析方法是研究工程结构的随机动
力响应的一条有效途径。采用随机过程描述随机
激励输入，进行工程结构随机响应分析与动力可靠
度验算。

另一方面，工程结构在地震、风和海浪等随机
激励作用下产生动力响应，可以采用随机振动理论
将工程结构简化为随机动力系统进行分析。当随

机激励较大时，工程结构动力响应具有几何非线性
特性［４］。同时，在能量耗散过程中，也会呈现材料
非线性特性。滞回模型是一种描述材料非线性行
为的重要模型。在滞回模型的研究中，Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ
滞回模型得到广泛的研究与应用。该模型由

Ｂｏｕｃ［５］首次提出，随后 Ｗｅｎ［６］进一步完善。Ｂａｂｅｒ
等［７，８］研究了其退化现象和Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型的捏缩
效应。

在随机振动分析方法中，最早由Ｂｏｔｔｏｎ［９］提
出的等效线性化法应用最为广泛，其主要思想是把
随机系统的非线性项进行线性化处理，通过迭代的
方法求解出线性化系数，再按照分析线性系统的方
法来分析近似后系统的动力响应。许多学者针对
等效线性化法进行了改进研究。Ｃａｕｇｈｅｙ［１０］通过
采用最小方差的原则来确定等效线性化法的参数，

同时，对等效线性化法进行了扩展，使其可以运用
于多自由度系统的非线性随机振动研究领域。

Ｅｒ［１１］在等效线性化法的基础上，提出了ＳＳＳ（ｓｔａｔｅ－
ｓｐａｃｅ－ｓｐｌｉｔ）法对系统的ＦＰＫ 方程进行降维来简
化计算。多位学者通过该方法求解了多种随机振
动问题。Ｚｈｕ［１２］采用ＳＳＳ法求解了在高斯白噪声
激励下的杜芬形式能量收集器的ＦＰＫ方程。Ｅｒ
等［１３］使用该方法求解了矩形板在高斯白噪声激励
下的概率密度函数，并对板不同位置处的挠度概率
进行了数值研究。



ＳＳＳ法的优势在于对高维多自由度复杂激励
下非线性随机振动问题的简化计算。该方法可以
将高维状态空间中求解ＦＰＫ方程的问题转化成低
维状态空间中求解某些简化ＦＰＫ方程的问题，且
不受系统状态自由度数量和非线性强弱的限制，因
此可用于分析大规模非线性系统的概率密度函数
解。如Ｅｒ［１１］通过该方法求解了外部激励下的１０
自由度非线性系统和参数激励下８自由度非线性
系统等。相比Ｐｕｓｈｏｖｅｒ分析，ＳＳＳ法基于随机振
动学，分析复杂结构时，采用电脑模拟出的随机激
励，更接近真实情况。Ｐｕｓｈｏｖｅｒ分析法本质是等
效静力分析方法，侧向分布力模式的选取十分重
要，当研究较为复杂的结构时，水平分布的侧向力
并不能完全体现地震的随机动力特性，结果可能会
出现偏差。相比非线性时程分析，ＳＳＳ法前期简化
过程简单，损失精度较小，但最终计算结果更依赖
于后续方法对简化方程的计算精度。非线性时程
法较为成熟，能真实反映结构在地震作用下的破坏
机制和构件的塑性破坏过程，但计算过程过于复
杂，实际工程中较难推广。

综上所述，针对滞回模型的非线性振动响应以
及求解高维非线性问题较有优势的ＳＳＳ法已开展
了一些研究工作。但是，在研究非线性系统的过程
中，通常不同时考虑几何非线性和材料非线性对响
应的影响。故本文探索性地将Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ滞回模
型引入杜芬非线性系统，同时考虑非线性系统中的
几何非线性和材料非线性，并通过ＳＳＳ法建立了
该非线性系统在高斯白噪声下的联合概率密度函
数近似求解方法。

２　引入Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型的杜芬系统

工程结构的非线性主要包括由于结构几何大
变形产生的几何非线性和由于材料的阻尼产生的
材料非线性（如滞回特性）。在土木工程领域中，很
多构件都具有滞回特性。如ＲＣ框架中形成的塑
性铰和材料的阻尼等。滞回特性通常可以通过应
力－应变曲线来直观表达，带有滞回特性的构件的
应力－应变曲线会在加载和卸载的过程中成为一个
闭合的滞回环。

本文基于之前研究，以ＲＣ框架结构为例，将

Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型引入杜芬非线性系统。其初始状
态基于以下几点假设。

（１）在ＲＣ框架结构的平面振动研究中，将其
简化为质点系模型。

（２）不考虑柱的轴向伸缩，认为楼板的刚度无

限大且只做平动运功，各层的质量都集中在楼板
上，在地震的激励下楼板和各层框架位移相同。

（３）柱截面满足平截面假定，横截面在变形前
后垂直于中性轴不改变。

（４）以刚度屈服比未变化的初始瞬时进行分
析，首先不考虑材料非线性引起滞回力的参与，求
解出剪力后，再将非线性滞回力按刚度屈服比分配
进恢复力中，与线性恢复力和几何非线性恢复力共
同组成非阻尼恢复力。如图１（ａ）所示，建立单层
单跨的ＲＣ框架模型［１４］，其力学模型如图１（ｂ）所
示。

图１　单层框架受力模型及力学模型
Ｆｉｇ．１　Ｆｏｒｃｅ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｍｏｎｏｌａｙｅｒ　ｆｒａｍｅ

假设此模型柱长度为Ｈ，抗弯刚度为ＥＩ，楼
板和梁的质量合为ｍ，滞回环形状控制参数有Ａ，

ｎ，β，γ，α∈（０，１）为屈服前后的刚度比，Ｗ（ｔ）为地
震力，剪力Ｒ可表示为［１４］

Ｒ＝１２ＥＩＨ３ｘ＋
４３２ＥＩ
２４　Ｈ５

ｘ３＝ｋｘ＋εｘ３ （１）

设此时考虑材料非线性和几何非线性，系统的振动
方程如下。

ｍｘ̈＋ｃｘ·＋α（ｋｘ＋εｘ３）＋（１－α）ｋｚ＝Ｗ（ｔ） （２）

式中ｃ＝２ｍζ，ζ为阻尼系数。
当Ｗ（ｔ）为地震力时，采用高斯白噪声ξ（ｔ）来

模拟地震的激励过程。式（１２）两侧同除以ｍ，同
时考虑经典Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型 （ｎ＝１），则

ｘ̈＋２ζｗ　ｘ
·＋αｗ２ｘ＋αεｘ３＋（１－α）ｗ２ｚ＝ξ（ｔ）

ｚ·＝－β｜ｘ
·｜ｚ－γｘ·｜ｚ｜＋Ａｘ·｛

（３）
式中 ｘ，ｘ·和ｘ̈分别为结构的位移、速度和加速度
项，ｚ为滞回力。

３　等效线性化法

采用等效系统残差均方差最小原则，式（３）的
非线性项可以近似为线性项来表示。其等效线性
系统如下［１５］。

ｘ̈＋２ζｗ　ｘ
·＋αｗ２　ｘ＋ｄｅｘ＋（１－α）ｗ２ｚ＝ξ（ｔ）

ｚ·＝ｃｅｘ·－ｋｅｚ
烅
烄

烆
（４）
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式中 ｄｅ＝３αεＥ［ｘ２］，ｃｅ＝βＦ１＋γＦ２－Ａ，ｋｅ＝βＦ３＋
γＦ４。参数Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３ 和Ｆ４ 可表示为［７，１６］

Ｆ１＝
σｚ
πΓ

３
２（ ）２１２Ｉｓ，Ｆ２＝σｚ槡πΓ（１）２

１
２ （５，６）

Ｆ３＝
ｎσｘ·
πΓ

３
２（ ）２１２［２（１－ρ２ｘ·ｚ）］＋ρｘ·ｚＩｓ （７）

Ｆ４＝
ρｘ·ｚσｘ·

槡π
Γ（１）２

１
２，Ｉｓ＝２∫

π
２

ｌ
ｓｉｎθｄθ （８，９）

ｌ＝ｔａｎ－１ （１－ρ
２
ｘ·ｚ
）／ρｘ·槡 ｚ

（ ） （１０）

４　Ｓｔａｔｅ－Ｓｐａｃｅ－Ｓｐｌｉｔ法
将ｘ＝ｘ１，ｘ

·＝ｘ２和ｚ＝ｘ３代入式（３），则原式
的一阶微分方程组如下：

ｘ·１＝ｘ２
ｘ２＝－２ζｗ　ｘ２－αｗ

２　ｘ１－（１－α）ｗ２ｘ３－αεｘ３１＋ξ（ｔ）

ｘ·３＝－β｜ｘ２｜ｘ３－γｘ２｜ｘ３｜＋Ａｘ２

烅
烄

烆
（１１）

此非线性动力系统对应的平稳响应的ＦＰＫ为

－ｘ２
ｐ
ｘ１
＋ 
ｘ２｛［２ξωｘ２＋αω２ｘ１＋（１－α）ω２ｘ３＋

　αεｘ３１］ｐ｝＋ 
ｘ３
［（β｜ｘ２｜ｘ３＋γｘ２｜ｘ３｜－Ａｘ２）ｐ］＋

　πＫ
２ｐ
ｘ２２

＝０ （１２）

式中 ｐ 代表ｐ（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｔ）。根据ＳＳＳ法，对式
（１２）在ｘ３ 的域内积分有

－ｘ２
ｐ
ｘ１
＋ 
ｘ２｛［（２ξωｘ２＋αω２ｘ１＋αεｘ３１）＋

　（１－α）ω２∫
＋∞

－∞
ｘ３ｑ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）ｄｘ３］ｐ｝＋πＫ２ｐ

ｘ２２
＝０

（１３）
式中 ｐ为ｐ（ｘ１，ｘ２）。其中，ｑ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）可以通过
等效线性化法来得到其近似解。

在等效线性化的过程中，条件概率密度函数

ｑ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）仍然是高斯分布的。当响应平稳时，

Ｅ［ｘ１］是常数，Ｅ［ｘ２１］也是常数，Ｅ［ｘ１ｘ２］＝０，

ρ１２＝０。ｑ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）的均值为

　μ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）＝ｍ３＋ρ１３（σ３／σ１）（ｘ１－ｍ１）＋

ρ２３（σ３／σ２）（ｘ２－ｍ２） （１４）

方差为 　　σ２（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）＝１－ρ
２
１３－ρ

２
２３ （１５）

通过ＳＳＳ法降维后的ＦＰＫ方程如式（１６）所
示。其精确解可直接求得。

－ｘ２
ｐ
ｘ１
＋ 
ｘ２｛｛２ξω＋（１－α）ω２ρ２３（σ３／σ２）ｘ２＋

　［（１－α）ρ１３（σ３／σ１）α］ω２ｘ１＋αεｘ３１｝ｐ｝＋πＫ２ｐ
ｘ２２
＝０

（１６）

ｐ（ｘ１，ｘ２）＝
１
２

Ｄ
２π２　Ｓ０槡 ２－

３
２·Ｇ
Ｙ
·ｅ

Ｇ４

２　Ｙ２　Ｋ１
４

Ｇ４
２Ｙ２（ ）［ ］－１

（１７）
式中 Ｋ 为第二类修正Ｂｅｓｓｅｌ函数。

　Ｄ＝２ξω＋（１－α）ω
２ρ２３（σ３／σ２） （１８）

　Ｇ＝ Ｄ／（４πＳ０）［ω２（１－α）ρ１３（σ３／σ１）＋槡 α （１９）

　Ｙ＝ Ｄαε／（４πＳ０槡 ） （２０）

随后ｘ１，ｘ２ 和ｘ３ 的近似联合概率密度函数可
以通过降维后的二维ＦＰＫ方程精确解和近似条件
概率密度函数近似表达：

ｐ～（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｑ－（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）·ｐ（ｘ１，ｘ２）＝

　　 １
２槡πσ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）

ｅｘｐ
ｘ３－μ（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）
２σ２（ｘ３｜ｘ１，ｘ２）［ ］·

　　ｐ（ｘ１，ｘ２） （２１）

５　数值分析

分析非线性模型在均值为０的高斯白噪声激励
下响应的概率密度函数。选取三个例子以及一个实
体工程进行讨论，验证所提方法的适用性。非线性
模型的方程见式（３）。参数取值如下，ω＝１，ξ＝
０．０５，α＝０．５，β＝０．５，γ＝－０．５，ｎ＝１和Ａ＝１。

表１　系统参数
Ｔａｂ．１　Ｓｙｓｔｅｍ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

例子 １　 ２　 ３

２πＫ　 ０．１　 １．０　 １．０

ε ０．６　 ０．６　 １．２

采用蒙特卡洛模拟结果对比验证ＳＳＳ法的准确
性，并与等效线性化法所求得的结果进行比较，证明
其优越性。计算结果如图２～图４所示。其中蒙特
卡洛法产生的样本数为１０００万。由ＳＳＳ法、等效线

性化法和蒙特卡洛法求解的结果分别简写为ＳＳＳ，

ＥＱＬ和 ＭＣＳ。概率密度函数简写为ＰＤＦ。

算例１的结果如图２所示。图２（ａ，ｅ）表明激
励强度和非线性系数均较低时，在位移ＰＤＦ的峰
值区域和尾部区域，相比ＥＱＬ，ＳＳＳ和 ＭＣＳ的拟

合程度更好。表明此条件下的位移ＰＤＦ是非高斯
分布的。图２（ｂ，ｆ）是速度 ＰＤＦ图。对于速度

ＰＤＦ，ＳＳＳ和ＥＱＬ结果相同。对于峰值区域，两者
均存在偏差；对于尾部区域，两者精确度都较好。

图２（ｃ，ｇ）为滞回力ＰＤＦ分布。对于峰值区域，

ＳＳＳ和ＥＱＬ均存在少量误差，不能精确地描述峰
值区域；对于尾部区域，ＳＳＳ和 ＭＣＳ存在少量误
差，误差小于ＥＱＬ。这证明了在激励强度和非线
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性系数较低时，相对ＥＱＬ法，ＳＳＳ法可以更好地描

述位移和滞回力的ＰＤＦ，尤其是尾部区域。图２
（ｄ，ｈ）为算例１的位移－速度联合分布。从位移方

向来看，在［－０．５，０．５］区间内，ＥＱＬ结果略大于

ＳＳＳ的结果。而在［－０．５，０．５］区间外，ＳＳＳ的结

果分布更宽于ＥＱＬ的结果，分布趋势近似于位移

ＰＤＦ的趋势。

算例２的结果如图３所示。如图３（ａ，ｅ）所示，

保持几何非线性系数不变，增大激励，对于位移

ＰＤＦ，ＥＱＬ和ＭＣＳ的误差增大，而ＳＳＳ和ＭＣＳ的

拟合依然良好。随着激励的增大，位移ＰＤＦ逐渐

远离高斯分布，且ＥＱＬ法精度降低。图３（ｂ，ｆ）表

明，ＥＱＬ和ＳＳＳ依然相同且精度较高，精度不受激

励影响。图３（ｃ，ｇ）为滞回力的ＰＤＦ。对于峰值区

域，两种结果都和 ＭＣＳ存在误差，ＥＱＬ的误差较

小；但对于尾部，ＳＳＳ误差更小。激励增大后，ＳＳＳ
法能较好地描述滞回力 ＰＤＦ的尾部区域。图３
（ｄ，ｈ）为算例２的位移－速度联合分布。从位移方

向来看，在［－１，１］区间内，ＥＱＬ 大于 ＳＳＳ；在
［－１，１］区间外，ＳＳＳ分布比ＥＱＬ广泛。激励增大

导致联合分布的范围变得更广，峰值降低。

算例３结果如图４所示，保持激励大小不变，

增大非线性系数。如图４（ａ，ｅ）所示，对于位移

ＰＤＦ，ＳＳＳ和 ＭＣＳ拟合较好，而ＥＱＬ误差偏大。

图２　算例１概率密度函数的分布
Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｅｘａｍｐｌｅ　１

图３　算例２概率密度函数的分布
Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｅｘａｍｐｌｅ　２
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在非线性系数和激励均较大时，ＥＱＬ法精度明显

降低。图４（ｂ，ｆ）是速度ＰＤＦ，三者几乎重合，速度

ＰＤＦ呈高斯分布。图４（ｃ，ｇ）为滞回力ＰＤＦ，对于

峰值区域，ＥＱＬ误差偏小；而对于尾部，ＥＱＬ存在

着较大的误差，ＳＳＳ能保持较高的拟合精度。图４
（ｄ，ｈ）为算例３的位移－速度联合分布。其趋势与

图３（ｄ，ｈ）相似。在峰值处，ＥＱＬ和ＳＳＳ结果相差

更大。这与算例２和算例３的位移ＰＤＦ分布的差

异情况相似。

采用ＳＳＳ法和蒙特卡洛法，通过首超破坏机制

中的单侧安全界限机制和破坏准则，计算一榀单层

混凝土框架结构在平稳高斯白噪声激励下的可靠

度，验证其实用性。取激励强度Ｓ０＝０．００２ｍ２／ｓ３，

结构自振频率为ｗ０＝１２ｒａｄ／ｓ，阻尼比ζ＝０．０５，

高度Ｈ＝１３．２ｍ，ε＝６．１９８。Ｂｏｕｃ－Ｗｅｎ模型的参

数采用刘俊等［１７］通过参数识别所获得的模型参

数，α＝０．２，β＝０．２０２，γ＝０．３１４７，ｎ＝１，Ａ＝

１．１０３７，单侧安全界限ｂ＝２．４ｃｍ。结构动力可靠

度公式如下。

Ｐｒ＝ｅｘｐ －
σｘ·Ｔ
２πσｘ

ｅｘｐ －ｂ
２

２σ２ｘ（ ）［ ］ （２２）

从图５可以看出，当ｔ＝９ｓ时，响应达到平

稳。从图６可以看出，ＳＳＳ法计算结果与 ＭＣＳ结

果几乎吻合，证明了该方法准确度接近数值模拟结

果，在工程上可行。

图４　算例３概率密度函数的分布
Ｆｉｇ．４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　ｄｅｎｓｉｔｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｅｘａｍｐｌｅ　３

图５　二阶矩变化曲线
Ｆｉｇ．５　Ｓｅｃｏｎｄ　ｍｏｍｅｎｔ　ｃｈａｎｇｅ　ｃｕｒｖｅ
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图６　动力可靠度变化
Ｆｉｇ．６　Ｃｈａｎｇｅ　ｏｆ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ

６　结　论

采用ＳＳＳ法分析了一类同时拥有几何非线性

和材料非线性的非线性随机动力系统的响应，获得

了系统在高斯白噪声激励下平稳响应的概率密度

函数，并通过实例验证了其有效性。研究表明，

（１）在求解位移ＰＤＦ时，当激励较小时，ＳＳＳ
法和ＥＱＬ法对峰值区域求解精度较高。对于尾

部区域，激励增大后，ＥＱＬ法求解会产生较大误差

而ＳＳＳ法能保持较高的求解精度。

（２）求解速度ＰＤＦ时，ＳＳＳ法和ＥＱＬ法计算

的结果相同，且速度概率密度函数分布始终保持近

似高斯分布。

（３）求解滞回力ＰＤＦ时，在峰值区域，随激励

增大，两种方法都不能很好地对ＰＤＦ进行描述。

对于ＰＤＦ的尾部，ＳＳＳ法的求解精确度更好。工

程结构的破坏往往和ＰＤＦ尾部关系比较紧密，因

此分析ＰＤＦ尾部分布有重要意义。ＳＳＳ法在分析

这类非线性模型随机振动问题时，可以提供更精准

的概率密度函数解。

（４）当几何非线性系数增大时，ＥＱＬ求解的

误差会增大，而ＳＳＳ法可以保持较高的精度。

（５）本文主要研究ＳＳＳ法求解复杂非线性滞

回模型在均值为零的高斯白噪声激励下平稳响应

的可行性和适用性。但对于地震作用下的桥梁等

土木建筑结构，更多采用过滤白噪声或考虑非平稳

过程。当考虑过滤白噪声激励时，需在原振动方程

组中增加一滤波器方程，得到相应的ＦＰＫ方程，再

采用ＳＳＳ法进行降维运算。关于ＳＳＳ法的详细降

维运算过程可参见文献［１１］。对于非平稳过程，

ＳＳＳ法需要进一步研究，使该方法可以拓展解决非

平稳问题。
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